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Resumen

En este trabajo se emplean Redes Neuronales Ar-
tificiales (RNAs) con entrenamiento supervisado pa-
ra aprender las relaciones constitutivas de materiales
elásticos lineales y no lineales isótropos con miras a
emplearlas como sustitutos de la relaciones consti-
tutivas matriciales clásicas en códigos de elementos
finitos. Los datos de entrenamiento son generados de
forma sintética debido a la ausencia de datos de en-
sayos experimentales. Las RNAs elegidas son el Per-
ceptrón Simple y el Perceptrón Multicapa, mejorados
mediante el algoritmo de Propagación del error hacia
atrás (Backpropagation). Los resultados muestran un
aprendizaje satisfactorio del comportamiento defor-
mación-tensión de los diferentes materiales estudia-
dos.

1. Introducción

Las Relaciones Constitutivas (RC) relacionan ten-
siones, enerǵıa libre y flujo de calor con las deforma-
ciones del cont́ınuo y la temperatura [3]. En este tra-
bajo limitaremos el alcance a la relación entre tensio-
nes y deformaciones dentro de un material isótropo.
Las RC pueden entenderse también desde el punto de
vista funcional:

σ = Cε (1)

Donde σ es un vector que almacena las componen-
tes que definen el estado de tensiones, C es la RC
matricial clásica de 6 x 6 componentes y ε el vector
que almacena las componentes que definen el estado
de deformaciones. Los dos estados descritos y la RC
están definidos para un punto de un material.

La Red Neuronal Artificial (RNA) que será em-
pleada es el Perceptrón, el cual está formado por ca-
pas, y donde cada capa posee determinado número

de unidades o neuronas. Cada neurona está vincula-
da a las neuronas de las capas siguientes por medio
de una conexión (pesos sinápticos), la cual se caracte-
riza por modificarse progresivamente conforme se en-
señan patrones a la red. A este proceso le llamaremos
aprendizaje. El objetivo propuesto en este trabajo es
lograr, mediante un método iterativo (Backpropaga-
tion), la modificación de los pesos sinápticos de toda
la red tras la enseñanza repetida de patrones o esta-
dos (vectores) de deformaciones y sus correspondien-
tes tensiones. Lo anterior con el fin de reemplazar la
RC clásica con una RC definida por la topoloǵıa de
la RN y el valor que tengan sus pesos sinápticos, de
tal forma que:

σ = CRNε (2)

Donde CRN es la RC dada por la Red Neuronal. Las

RN podŕıan ser útiles para aprender RCs de materia-
les con comportamientos altamente no lineales, don-
de las tensiones (salidas de la red) están en función
de variables independientes (entradas de la red) que
introducen no linealidades en el comportamiento del
material, como son la tasa de deformación y el en-
durecimiento con la deformación para el caso de los
metales. Se propone entonces entrenar redes a partir
de datos sintéticos que consideraremos producto de
ensayos experimentales, y una vez entrenada proce-
deremos a comprobar la calidad de la relación cons-
titutiva encontrada y a tratar de validarla para un
conjunto de datos de entrada diferentes a los datos
de entrenamiento, es decir, desconocidos para la red.

En la primera parte del art́ıculo se presentará un
resumen de la teoŕıa del Perceptrón con Backpropa-
gation. Luego, se tratará la temática de las RC y se
introducirán el modelo elástico lineal 3D y el modelo
elástico lineal 2D para deformación plana, para luego
mencionar detalles sobre el pre y post-procesamiento
de los datos de entrenamiento, el criterio de conver-

1
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gencia y la topoloǵıas de la red. Por último se mos-
trarán tres aplicaciones del Perceptrón con Backpro-
pagation a dos problemas lineales y uno no lineal (RC
elasto-plástica).

2. Perceptrón Multicapa con
Backpropagation

El perceptrón es una Red Neuronal de aprendizaje
supervisado que transforma una entrada en una sali-
da. Una topoloǵıa ilustrativa de un perceptrón multi-
capa puede ser observada en la Figura 1. El funciona-

Figura 1: Red Neuronal Feed-Forward de 2 capas. To-
mada de [8].

miento del Perceptrón, capa por capa, es como sigue:
dado un patrón µ, la unidad escondida j recibe una
entrada neta ξµk

hµj =
∑
k

wjkξ
µ
k (3)

la cual produce la salida

V µj = g(hµj ) (4)

La unidad de salida i recibe la entrada V µj

hµi =
∑
j

WijV
µ
j (5)

que produce la salida final

Oµi = g(hµi ) (6)

2.1. Función de activación

Para la función de activación g(h) normalmente se
utiliza una función sigmoidea. Esta función debe ser
diferenciable y lo normal es desear que se sature en
ambos extremos [8]. La función empleada para el caso
de estudio no lineal es:

g(h) = tanhβh (7)

para rango − 1 ≤ g(h) ≤ 1

Su derivada es

g′(h) = β(1− g2) = β(1− (tanhβh)2)

El parámetro β a menudo es 1 [8].

2.2. Backpropagation

Consiste en corregir los pesos wij para cada capa a
partir del error entre la salida deseada y la salida ac-
tual de la red para un patrón determinado. Los pasos
para realizar las correcciones son bastante conocidos
y se pueden hallar en la referencia [8].

El algoritmo de Backpropagation se aplica para
cada patrón presentado a la red hasta presentar
todos los patrones. A cada presentación de todos
los patrones se le llama un “epoch”. El aprendizaje
se extenderá por tantos “epoch” como sea necesario
hasta que se cumpla el criterio de convergencia o
bien hasta un número de “epochs” determinado por
el usuario de la red. Para todos los pesos de la red el
algoritmo es:

para EPOCH=1 hasta MAXEPOCH
para PATRON=1 hasta NPATRONES

∆Wij = ∆Wij + ηδiVj
fin
Wij = Wij + ∆Wij

fin

3. Relaciones constitutivas

3.1. Modelo general - 3D

El modelo clásico de la relación constitutiva lineal
entre tensiones y deformaciones para el caso más ge-
neral (3D) está dado por la ecuación 8:



σ11

σ22

σ33

τ12

τ23

τ13


= A



1
ν

1− ν
ν

1− ν
0 0 0

ν

1− ν
1

ν

1− ν
0 0 0

ν

1− ν
ν

1− ν
1 0 0 0

0 0 0
1− 2ν

2(1− ν)
0 0

0 0 0 0
1− 2ν

2(1− ν)
0

0 0 0 0 0
1− 2ν

2(1− ν)





ε11

ε22

ε33

γ12

γ23

γ13


(8)

A =
E(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)
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donde σ y τ son tensiones normales y de corte, y ε
y γ son deformaciones normales y de corte, respecti-
vamente.

3.2. Modelo para deformación plana -
2D

Este modelo puede obtenerse a partir de la RC tri-
dimensional de la ecuación 8. En este caso las defor-
maciones están sobre un plano 2D, más no las tensio-
nes. Esto indica que:

ε33 = ε13 = ε23 = 0 (9)

σ13 = σ23 = 0 (10)

Simplificando a partir de la Ecuación 8 y teniendo
en cuenta que para el caso de deformación plana la
componente ε33 = 0 obtenemos (con γ12 = 2ε12):


σ11

σ22

τ12

σ33

 = M


1− ν ν 0

ν 1− ν 0

0 0 (1−2ν)
2

ν ν 0



ε11

ε22

2ε12

 (11)

M =
E

(1 + v)(1− 2ν)
(12)

4. Entrenamiento del Per-
ceptrón

Para entrenar la red se modifican los pesos de las
interconexiones mediante un método iterativo para
obtener una señal de salida lo más próxima posible a
la salida deseada como respuesta a un patrón de en-
trada. A este proceso se le llama entrenamiento. Para
ello deben conocerse de antemano datos de entrada y
salida de la red. Una parte de estos datos puede ser
utilizada para entrenarla, mientras que la otra parte
puede usarse para realizar pruebas que confirmen un
correcto aprendizaje [9].

4.1. Procedimiento

El grupo de datos de entrada y salida puede ob-
tenerse a partir de evaluaciones numéricas o ensayos
experimentales. Una vez finalizado el entrenamiento,
la capacidad de generalización de la red nos permi-
te evaluar tensiones a partir de deformaciones desco-
nocidas para la red. El procedimiento para modelar
relaciones constitutivas se divide en tres pasos impor-
tantes:

1. Se selecciona la topoloǵıa de la RNA que pueda
representar el problema. El art́ıculo de la Refe-
rencia [9] limita esta opción sólo a redes de más
de dos capas, sin embargo el art́ıculo de la Re-
ferencia [5] logra emplear una red sin capas es-
condidas para modelar una relación constitutiva
elástica lineal.

2. Adquisición de datos que contengan la informa-
ción que caracteriza el problema muestreando el
comportamiento de un material mediante mode-
lación numérica o experimentación real.

3. Inclusión de la RNA como una subrutina en un
programa de computadora.

Está comprobado que las RNA son aproximadores
universales para cualquier función con muchas varia-
bles independientes, donde la información sobre la
dependencia funcional es transferida a la RNA por
medio de un número de datos discretos que describan
el valor de la función para un número suficientemente
largo de puntos de muestra en el espacio de las va-
riables de interés. El número de capas escondidas, el
número de neuronas y la repartición de pesos entre
capas escondidas deben ser definidas por el usuario.
Estas caracteŕısticas son dependientes del problema
y no es posible dar una prescripción general, por lo
cual la práctica común es determinar la mejor confi-
guración topológica tratando de minimizar el número
de capas ocultas y el número de neuronas por cada
capa [1].

4.2. Normalización de datos

Antes de entrenar la red tanto las variables de en-
trada como las de salida deberán ser normalizadas en
cierto rango. Dependiendo de la función de activa-
ción que utilicemos podemos necesitar normalizar en
un rango de 0 a 1, tal como recomiendan las referen-
cias [14] y [10]. Esto nos llevaŕıa a usar un método de
normalización ampliamente utilizado, que es

X ′ =
X − 0,95Xmin

1,05Xmax − 0,95Xmin
(13)

donde X son los datos originales, y Xmin y Xmax

son los valores mı́nimos y máximos de X, respectiva-
mente. X ′ son los datos unificados de los correspon-
dientes X. Este procedimiento de pre-procesamiento
puede hacer más eficiente el entrenamiento de la red
neuronal [13].

Otra forma de normalizar los datos de entrada es la
propuesta por Hashash, Jung y Ghaboussi en la Refe-
rencia [7]. Se emplea cuando los datos corresponden a
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deformaciones que serán empleadas en la capa de en-
trada de la red neuronal. El vector de deformaciones
seŕıa escalado entonces por un factor apropiado:

εNNi =
εi
Sεi

tal que − 1 < εNNi < 1 (14)

Los datos de salida también deben ser escalados
de vuelta. Siguiendo la notación de la Referencia [7]
tendŕıamos:

σi = Sσi σ
NN
i donde − 1 < σNNi < 1 (15)

4.3. Criterio de Convergencia

El criterio de convergencia para la red está determi-
nado por el promedio de la raiz media cuadrática del
error (RMS por sus siglas en inglés) entre los valores
deseados y los de salida, y está dado como,

ERMS =
1

N

N∑
i=1

√√√√1

p

p∑
j=1

(dij − yji)2 (16)

donde ERMS es el RMS promedio, N es el número
de datos de entrenamiento o prueba, p es el número
de variables en la salida, dj(n) y yj(n) son la sali-
da objetivo y la salida de la red para la neurona j,
respectivamente [10]. Este criterio fue el elegido pa-
ra este trabajo, de modo que el proceso iterativo de
aprendizaje será detenido cuando el error ERMS sea
inferior al error permitido.

4.4. Cantidad óptima de neuronas en
capas ocultas

El número óptimo de neuronas debe reducirse al
mı́nimo para prevenir la tendencia que tiene la red
a sobre-ajustarse a los datos [4]. Es posible imple-
mentar un algoritmo de adaptación del número de
neuronas, el cual inicia con pocas neuronas y las va
incrementando a medida que se requiera un mejor
ajuste de los pesos a los patrones de entrada y salida.
Ver referencia [6] para más información al respecto.

4.5. Velocidad de convergencia

Para mejorar este aspecto del entrenamiento del
perceptrón se utilizará la introducción de un término
de momentum para el cálculo del ∆wpq(t+1). La idea
es darle a cada conexión wpq una inercia o momenum
de forma que tienda a cambiar en la dirección de des-
censo que sienta más “fuerza”, en lugar de oscilar con
pequeñas variaciones. Este esquema se implementa

dándole a cada ∆wpq(t+ 1) una contribución de peso
proveniente del paso de tiempo anterior:

∆wpq(t+ 1) = −η ∂E

∂wpq
+ α∆wpq(t) (17)

El parámetro de momentum α debe estar entre 0 y
1. A menudo se utiliza un valor de 0.9 [8].

5. Ejemplos numéricos

5.1. Material elástico lineal: RNA en-
trenada con todas las componen-
tes del modelo de material 2D

El objetivo principal de éste y de los siguientes dos
caṕıtulos es comprobar la posibilidad de desarrollar
un modelo constitutivo a partir de datos obtenidos
mediante mediciones experimentales. En lugar de em-
plear resultados de pruebas reales se generarán datos
sintéticos, es decir, números generados por compu-
tadora para el entrenamiento. Esto debido a la falta
de datos experimentales reales.

5.1.1. Entrenamiento con todas las compo-
nentes del vector de deformaciones y
tensiones

Para este ejercicio se logró entrenar una relación
constitutiva elástica lineal con datos de deformacio-
nes y tensiones que fueron obtenidos con deformacio-
nes en un rango entre −0,0064 y +0,0064. Se creó una
matriz de datos con 64 estados de deformación (pa-
trones de entrada) con los cuales se entrenó la red.
Las componentes de cada vector patrón son ε11, ε22
y γ12. Cada patrón se obtuvo evaluando E = 2,1e+6
y ν = 0,3 en la Ecuación 11. La relación que se de-
beŕıa encontrar luego de entrenar la red es:

C =


2,8269e+ 06 1,2115e+ 06 0

1,2115e+ 06 2,8269e+ 06 0

0 0 8,0769e+ 05

1,2115e+ 06 1,2115e+ 06 0

 (18)

La topoloǵıa de la red es similar a la presentada en
la figura 2, donde se posee un Perceptrón simple con
4 entradas y 4 salidas. La cuarta entrada es un valor
fijo igual a 1 (umbral).

La labor del Perceptrón implementado es, enton-
ces, lograr hallar las componentes de la relación cons-
titutiva matricial, es decir, los pesos sinápticos de la
red. Las entradas fueron escaladas a un rango entre
-1 y 1 al igual que las salidas. Luego, el resultado
de la matriz de pesos es escalada para poder obtener
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Figura 2: Red alimentada hacia adelante para modelo
de material elástico lineal. Tomada de [5].

las componentes deseadas. Para ello debemos tener
en cuenta la relación constitutiva a escala completa
producto del aprendizaje Cnn.

σ = Cnnε (19)

Ahora tenemos en cuenta la relación a escala, es
decir nuestra red neuronal, donde σ′ es el vector de
salidas, ε′ es el vector de entradas y C ′nn = W es la
matriz de pesos entre las dos capas.

σ′ = C ′nnε
′ = Wε′ (20)

Siguiendo la convención para los sub́ındices de los
pesos hallada en los textos, y apreciada en la figura
2 tenemos que

W =


w11 w12 w13 w14

w21 w22 w23 w24

w31 w32 w33 w34

w41 w42 w43 w44

 (21)

Ahora tenemos en cuenta las escalas de las entradas
y las salidas

σ′ = Aσσ y ε′ = Aεε (22)

donde Aσ es el número que escala las tensiones y
Aε el que escala las deformaciones, ambas, a un ran-
go entre -1 y 1. Reemplazando en la ecuación 20 y
reordenando obtenemos

σ =

(
Aε
Aσ

C ′nn

)
ε (23)

Por igualdad con la ecuación 19 finalmente obtene-
mos la ecuación para escalar los pesos y transformar-
los a componentes de la matriz constitutiva:

Cnn =

(
Aε
Aσ

C ′nn

)
=

(
Aε
Aσ

W

)
(24)

5.1.2. Función de activación lineal

Para lograr el entrenamiento exitoso de la red se
empleó una red sin capas ocultas y una función de
activación lineal para modelar el comportamiento de
un material elástico lineal, tal como lo sugiere la re-
ferencia [5], esto es

g(h) = h (25)

su derivada seŕıa entonces

g′(h) = 1 (26)

5.1.3. Escalamiento de datos de entrada y sa-
lida

El escalamiento de los datos de entrada y salida
se realizó de acuerdo a lo propuesto por la ecuación
14. Las entradas fueron escaladas en un rango entre
-1 y 1, al igual que las salidas. Para esto, todos los
valores fueron divididos sobre el dato con mayor valor
absoluto.

5.1.4. Estados enseñados a la red

En la figura 3 se aprecia una gráfica, donde ca-
da punto representa un estado de tensiones y defor-
maciones. Debido a que un estado está representado
por tres deformaciones y cuatro tensiones es necesario
graficar las deformaciones y tensiones equivalentes.
Las fórmulas para el caso más general (3D), son:

εeq =

√
2

3
[(εx − εy)2 + (εy − εz)2 + (εz − εx)2

+ 6(γ2xy + γ2yz + γ2zx)]1/2 (27)

σeq =
1√
2

[(σx − σy)2 + (σy − σz)2 + (σz − σx)2

+ 6(τ2xy + τ2yz + τ2zx)]1/2 (28)
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Figura 3: Estados enseñados a la red para modelo de
material elástico lineal e isótropo. Campo de estados
para 1000 parejas de patrones enseñadas.

5.1.5. Resultados

En la tabla 1 se resumen los parámetros de simu-
lación empleados para obtener la relación constitu-
tiva de un material elástico, lineal e isótropo a par-
tir de datos de deformaciones (entradas) y tensiones
(salidas). Al algoritmo de Backpropagation se le adi-
cionó la teoŕıa del momentum para el cálculo de los
deltas de pesos, como se estudió en la sección 4.5.

Parámetro Valor

Número de Patrones 64

Constante de aprendizaje η 0.001

Constante de momentum α 0.9

Error RMS mı́nimo Erms,min 1e-10

Convergencia: Iteración, Erms 60, 9.71e-011

Rango de deformaciones de en-
trenamiento

−0,0064 ≤
ε ≤ +0,0064

Cuadro 1: Parámetros de simulación para modelo
elástico lineal isótropo.

La relación constitutiva encontrada, luego de esca-
lar los pesos de acuerdo a la ecuación 24 es:

Cnn =


2,8269e+ 06 1,2115e+ 06 → 0 → 0

1,2115e+ 06 2,8269e+ 06 → 0 → 0

→ 0 → 0 8,0769e+ 05 → 0

1,2115e+ 06 1,2115e+ 06 → 0 → 0

 (29)

→ 0 indica que los pesos en esas posiciones tienden
a cero conforme se disminuye el Erms,min permisible.

5.2. Material elástico lineal: RNA en-
trenada con componentes princi-
pales del modelo de material 2D

5.2.1. Entrenamiento sólo con componentes
principales (aplicable a la realidad)

En la sección 5.1.1 se entrenó una red disponien-
do de datos de deformaciones y tensiones normales y
cortantes. En ésta sección, y para éste ejercicio, toma-
remos sólo las componentes normales, debido a que
los ensayos axiales reales no producen datos de de-
formación ni tensión cortantes por lo complejo de su
medición. Para entrenar la red se utilizará la técni-
ca de enriquecimiento de datos propuesta por Shin &
Pande en la Referencia [12].

5.2.2. Sobre los ensayos axiales

Una posibilidad para la obtención de los datos con
los cuales se podŕıa entrenar la red proviene de en-
sayos axiales sobre una muestra del material bajo es-
tudio, la cual es sometida a ciertas configuraciones
de carga que garantizan la uniformidad del campo de
tensiones y deformaciones. Una vez los datos de ten-
siones y deformaciones de los ensayos son capturados,
se utilizan para entrenar la red que modela la relación
constitutiva. Las mediciones habrán sido tomadas de
mediciones sobre el volumen finito de la muestra, pe-
ro pueden ser empleadas para entrenar la relación
aunque ésta esté definida para relacionar estados que
están definidos en un sólo punto del material. Esto
debido a los campos uniformes de tensiones y defor-
maciones que se logran durante los experimentos.

5.2.3. Datos de entrenamiento de la red

En lugar de usar datos experimentales reales para
el material se usarán datos generados (también
reciben el nombre de ’sintéticos’) a partir de la ya
conocida relación constitutiva matricial. Para éste
propósito se emplearon parámetros t́ıpicos usados
para modelar metales con una relación constitu-
tiva isotrópica. Definimos el módulo de Young
E = 2,1e6 Pa y el coeficiente de Poisson ν = 0,3. Los
patrones de tensión y deformación serán generados
de acuerdo a lo sugerido por la Referencia [2],
donde usaremos datos de tensiones y deformaciones
para condiciones de carga a tensión y compresión
para cada uno de los dos ejes principales y serán
complementados con la técnica de enriquecimiento
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de datos vista de la sección 5.2.4.

Queremos generar datos sin términos cortantes, tal
como son obtenidos los datos experimentales de las
pruebas triaxiales, y comprobar, utilizando la técnica
de enriquecimiento de datos, que es posible obtener de
nuevo la relación constitutiva elástica lineal e isótro-
pa. Los datos de deformaciones principales serán ob-
tenidos mediante la siguiente relación:

σ1

σ2

σ3

 = M


1− ν ν

ν 1− ν

ν ν


ε1
ε2

 (30)

Donde σ1 y σ2 son las tensiones principales y ε1 y ε2
son las deformaciones principales. La única diferencia
entre este ejercicio y el anterior son los datos de en-
trenamiento de la red. En la sección 5.2.4 se describe
la técnica de enriquecimiento de datos, para aprove-
char las componentes principales y generar con ellas
un set de patrones con más información disponible
para entrenar la red.

5.2.4. Enriquecimiento de datos

Las parejas de vectores de tensiones y deforma-
ciones que provienen de las pruebas triaxiales son
en realidad tensiones y deformaciones principales.
Esto significa que son mediciones tomadas a lo largo
de ejes ortogonales entre śı, lo que en términos de
campos de tensiones y deformaciones implica que no
existen componentes cortantes. Si utilizáramos las
componentes principales para entrenar la red ésta
tendŕıa que extrapolar los datos cortantes, debido
a que no fue entrenada con parejas de vectores
que contuvieran esta información. Esto conduciŕıa
a grandes imprecisiones en la respuesta tensión-
deformación de la red.

Para superar esta limitante, Shin & Pande [12] pro-
pusieron una estrategia de enriquecimiento de datos
para crear parejas de vectores (patrones) transfor-
mando tensiones y deformaciones a valores donde las
componentes cortantes sean diferentes de cero. Para
el caso bidimensional, la transformación de un vector
de deformaciones principales rotado un ángulo θ con
respecto al eje X es como sigue:

εx = C +D cos(2θ)

εy = C −D cos(2θ)

γxy = 2D sin(2θ)

donde

C = (1/2)(ε1 + ε2)

D = (1/2)(ε1 − ε2)

Para las tensiones:

σx = A+B cos(2θ)

σy = A−B cos(2θ)

τxy = B sin(2θ)

donde

A = (1/2)(σ1 + σ2)

B = (1/2)(σ1 − σ2)

Este método produce una gran cantidad de datos
dependiendo del número de transformaciones elegi-
das para generarlos. Entre los datos expandidos hay
muchas parejas de vectores repetidas de modo que se
necesitan procesar previamente los datos para filtrar-
las. Para el entrenamiento de la red se empleará un
ángulo incremental ∆θ = 15◦ para rotar los ejes de
tensión-deformación desde −45◦ hasta +45◦.

5.2.5. Estados enseñados a la red

En la figura 4 se aprecia una gráfica, donde ca-
da punto representa un estado de tensiones y defor-
maciones. Debido a que un estado está representado
por tres deformaciones y cuatro tensiones es necesa-
rio graficar las deformaciones y tensiones equivalen-
tes. Ver ecuaciones 27 y 28. Los puntos graficados en
la figura 4 corresponden a estados de deformación y
tensión luego del enriquecimiento de datos.

Figura 4: Campo de estados para 730 parejas de pa-
trones.
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5.2.6. Resultados

En la tabla 3 se resumen los parámetros de simula-
ción empleados para obtener la relación constitutiva
elástica lineal de este ejercicio. Los resultados fueron
obtenidos entrenando sólo con 76 patrones, los cua-
les fueron obtenidos luego del enriquecimiento y del
filtrado de los patrones repetidos, y partiendo de tan
solo 16 parejas de vectores de deformaciones y ten-
siones principales.

Parámetro Valor

Número de Patrones enseñados 76

Constante de aprendizaje η 0.001

Constante de momentum α 0.9

Error RMS mı́nimo Erms,min 1e-10

Convergencia: Iteración, Erms 314, 9.50e-011

Rango de deformaciones de en-
trenamiento

−0,0064 ≤
ε ≤ +0,0064

Cuadro 2: Parámetros de simulación para modelo
elástico lineal isótropo.

La relación constitutiva encontrada, luego de esca-
lar los pesos de acuerdo a la ecuación 24 es:

Cnn =


2,8269e+ 06 1,2115e+ 06 → 0 → 0

1,2115e+ 06 2,8269e+ 06 → 0 → 0

→ 0 → 0 8,0769e+ 05 → 0

1,2115e+ 06 1,2115e+ 06 → 0 → 0

 (31)

→ 0 indica que los pesos en esas posiciones tienden
a cero conforme se disminuye el Erms,min permisible.

5.3. Material elasto-plástico no lineal:
RNA entrenada con componentes
principales

El objetivo de éste ejercicio es entrenar un per-
ceptrón de dos capas ocultas a partir de deformacio-
nes y tensiones obtenidas de datos sintéticos a partir
de un programa de Matlab que calcula deformaciones
y tensiones de un elemento finito sometido a cargas,
ver figura 5. El material considerado es no lineal debi-
do a que sufre deformación plástica cuando la tensión
de Von Mises supera la tensión de fluencia. Cuando
esto sucede, el material sufre endurecimiento por de-
formación, lo que hace depender el estado actual del
historial de deformaciones y tensiones en ese punto.
Para modelar este tipo de problemas numéricamente

se requiere de métodos iterativos para satisfacer las
ecuaciones del modelo en cada paso de aplicación de
la carga.

5.3.1. Entrenamiento con componentes prin-
cipales (aplicable a la realidad)

El objetivo más importante de este ejercicio es ob-
tener unos pesos que permitan estimar tensiones a
partir de deformaciones, teniendo como datos de en-
trada y salida sólo deformaciones y tensiones prin-
cipales, que pueden ser obtenidas de ensayos reales.
Se logrará el objetivo si se logran pesos que permi-
tan buenas estimaciones al someter al elemento finito
mencionado a configuraciones de carga diferentes a
las configuraciones con las cuales se entrenó la red.

5.3.2. Datos de entrenamiento de la red

Los pasos para la obtención de los datos de entre-
namiento es como sigue:

1. Se somete un elemento finito para modelar defor-
mación plana elasto-plástica de 4 nodos a con-
figuraciones incrementales de carga a tensión,
combinando 10 incrementos de carga horizonta-
les con 10 incrementos verticales. En la figura 5
se aprecian tres estados principales de carga para
el entrenamiento.

2. Se calculan deformaciones y tensiones principales
para cada combinación de cargas. Esto dará 3
deformaciones y 4 tensiones, igual que para los
ejercicios 1 y 2 estudiados anteriormente.

3. Se realiza un enriquecimiento de datos, como su-
gieren Drakos & Pande en la referencia [2].

4. El punto anterior generará algunos patrones re-
petidos, los cuales son eliminados.

5. Se escalan los datos de entrada y salida, como se
vió en la sección 4.2.

Los estados de deformaciones y tensiones están com-
puestos por 3 y 4 componentes, respectivamente. Pa-
ra facilitar la visualización de dichos estados los trans-
formaremos a deformaciones y tensiones equivalentes,
igual que como vimos en la sección 5.1.4.

5.3.3. Curva de carga: material elasto-plásti-
co bilineal

En la figura 6 se aprecian los estados de entrena-
miento sin enriquecimiento, es decir, aún no aptos
para emplearse en el entrenamiento. En ella se apre-
cia una zona elástica, antes para 0 ≤ σeq ≤ 2500 y
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Figura 5: 3 de 120 estados de carga para entrenamien-
to de RNA. Los puntos dentro del elemento poseen
estados de deformación y tensión uniformes.

una plástica para 2500 ≤ σeq ≤ ∞. El endurecimien-
to por deformación se produce para estados dentro
de la zona plástica.

5.3.4. Enriquecimiento de datos

Esta generación adicional de datos es importan-
te, ya que es la que permitirá poder estimar las
tensiones de corte cuando se posean deformaciones
con componentes cortantes. Este enriquecimiento
aumenta los patrones de entrenamiento de 120 a 676,
y se realiza de igual forma que para el Ejercicio 2 en
la sección 5.2.4.

En la figura 7 se observan los estados de entrena-
miento de la red después de haber efectuado el enri-
quecimiento de datos.

Figura 6: Estados de entrenamiento antes del enri-
quecimiento para 120 parejas de patrones. Material
elasto-plástico bajo varias configuraciones de carga.

Figura 7: Estados de entrenamiento después del enri-
quecimiento para 676 parejas de patrones.

5.3.5. Topoloǵıa de la red

Luego de numerosos intentos por obtener el mejor
aprendizaje posible, se pude identificar que la topo-
loǵıa [4-12-8-4] es la que da mejores resultados por
aproximar en menor tiempo y con mayor exactitud
los patrones deseados, con 4 neuronas de entrada (1
es bias) y 4 neuronas de salida, y con 2 capas ocultas
de 12 y 8 neuronas cada una. La selección de ésta to-
poloǵıa sigue aproximadamente la configuración que
muestran Drakos & Pande en la página 652 de la re-
ferencia [2].

5.3.6. Resultado del entrenamiento

El objetivo es lograr estados aproximados por la
red lo más similares posibles a los estados de entre-
namiento, inicialmente. Para este ejercicio se dismi-
nuyó la constante de aprendizaje η cada 1500 itera-
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ciones (epochs), partiendo de η = 0,05 y disminu-
yendola por 0.75 cada vez. Se utilizó la adición del
términos de momentum para el cálculo de ∆wij visto
en la sección 4.5. En la tabla 3 se halla un resumen de
los parámetros empleados, mientras que en la figura
8 se aprecian los estados logrados por la red luego
del proceso de aprendizaje por Backpropagation (en
rojo).

Parámetro Valor

Número de Patrones enseñados 676

Constante de aprendizaje η < 0,05

Constante de momentum α 0.9

Convergencia: Iteración, Erms 30000, 4.35e-03

Cuadro 3: Parámetros de simulación para modelo
elástico lineal isótropo.

Figura 8: Superposición de estados de entrenamiento
y estados aproximados por la red luego del aprendi-
zaje.

6. Pruebas

Se requieren pruebas para constatar que el modelo
constitutivo aprendido por la RNA es útil para esti-
mar otros estados de tensión diferentes a los usados
para el entrenamiento. Para ello se emplearán datos
obtenidos de someter al elemento finito para defor-
mación plana a configuraciones de carga diferentes
a las usadas para obtener los datos de entrenamiento.

6.1. Prueba con estados de deforma-
ción 1

Para este caso las cargas aplicadas son dos ver-
ticales y dos horizontales, una en cada nodo con
incrementos iguales para lograr un estado uniforme
de deformaciones. La configuración de cargas puede
verse en la figura 9. El estado de deformación final

Figura 9: Configuración de carga 1. Rango de 500 a
9500 kgf, incrementos de 1000 kgf.

del elemento es similar al presentado en la figura 5.

En la figura 10 observamos la primera comproba-
ción del funcionamiento del modelo constitutivo ob-
tenido con la RNA. Los patrones de deformaciones
usados como entrada son desconocidos para la red.

Figura 10: Estados para configuraciones de carga 1.
Estado uniforme de deformaciones dentro del elemen-
to.
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6.2. Prueba con estados de deforma-
ción 2

Las cargas aplicadas son dos verticales y una hori-
zontal con incrementos iguales. Por su asimetŕıa los
estados de deformación dentro del elemento no son
uniformes (iguales), por lo tanto existen diferentes
estados en cada punto de integración (son 4 puntos
de Gauss, dispuestos de forma similar a los nodos, pe-
ro dentro del elemento). La configuración de cargas
puede verse en la figura 11.

Figura 11: Configuración de carga 2. Rango de 500 a
9500 kgf, incrementos de 1000 kgf.

El estado de deformaciones del elemento se observa
en la figura 12.

Figura 12: Gráfico de deformaciones del elemento pa-
ra Caso de prueba 2.

En la figura 13 observamos la segunda comproba-
ción del modelo de material elastoplástico. La curva
azul identifica los estados sintéticos obtenidos por el

que podŕıa ser un probeta real, mientras que la curva
roja los estados predichos por la RNA.

Figura 13: Estados para configuraciones de carga
2. Estado no-uniforme de deformaciones dentro del
elemento. Datos para punto de Gauss 1 (abajo-
izquierda).

6.3. Prueba con estados de deforma-
ción 3

La configuración de cargas para éste caso de prueba
es la que vemos en la figura 14.

Figura 14: Configuración de carga 3. Rango de 0 a
20000 kgf, incrementos de 2000 kgf.

Las deformaciones del elemento plano sometido a
las cargas de la figura 14 están ilustradas en la figura
15. Finalmente, en la figura 16 hallamos la tercera
comprobación. Las cargas aplicadas son dos horizon-
tales en los nodos 1 y 2, para lograr un efecto predo-
minante de corte. Éste grupo de configuraciones de
carga es probablemente la más alejada de aquellas
con las cuales se entrenó la red.
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Figura 15: Gráfico de deformaciones del elemento pa-
ra Caso de prueba 3.

7. Comentarios y Conclusiones

Caso de prueba 1: si comparamos los números
del modelo de material Cnn con los números del
modelo original C de la ecuación 18 podemos
constatar que el aprendizaje de la relación cons-
titutiva elástica lineal isótropa a partir de datos
de tensiones y deformaciones se efectuó de forma
exitosa ya que se logró estimar los valores de las
componentes de la matriz sólo a partir de datos
de deformaciones y tensiones.
Como otro aporte que puede resultar interesan-
te se destaca que obtener la matriz constituti-
va permite también hallar las dos contantes del
material, por ahora, sólo para el modelo elástico
lineal. Las constantes que se puede hallar son el
módulo elástico o de Young E y el coeficiente de
Poisson ν.

Caso de prueba 2: Se logró obtener la relación
constitutiva a partir de parejas de patrones de
deformación y tensión principales. Esto demues-
tra que a partir de datos de pruebas triaxiales
reales y utilizando la técnica de enriquecimiento
de datos usada por Shin & Pande en la referencia
[12] es posible obtener las componentes de la ma-
triz constitutiva para emplearse en modelos que
emplean materiales elásticos lineales e isótropos.

Las tres pruebas de la RNA sugieren que an-
te estados de deformación desconocidos para la
red, es posible obtener estados de tensión apro-
ximados que describen el material utilizado para
extraer los datos de entrenamiento. Esto indica
que a partir de datos de deformaciones y ten-

Figura 16: Estados para configuraciones de carga
3. Estado no-uniforme de deformaciones dentro del
elemento. Datos para punto de Gauss 1 (abajo-
izquierda).

siones de un material con comportamiento no-
lineal también podemos obtener una estimación
del modelo si empleamos redes de múltiples ca-
pas cuyos pesos puedan ajustarse al comporta-
miento no lineal del material. En las pruebas, la
zona donde peores aproximaciones se obtienen es
aquella donde se da el cambio de zona de elásti-
co a plástico, donde la función de activación no
puede aproximar fielmente el cambio discont́ınuo
de una recta a otra.

La duración de los ensayos numéricos iterativos
para entrenar el perceptrón y lograr un error
aceptable entre la salida deseada y la salida ac-
tual de la red puede ser bastante prolongada en
aquellos casos donde la cantidad de patrones a
enseñar son numerosos. Una alternativa para op-
timizar los tiempos de aprendizaje es paraleli-
zar las partes del código que permitan ser pa-
ralelizadas, como los productos escalares de las
multiplicaciones de matriz por vector, donde re-
partiŕıamos el mismo vector a varios procesos y
luego dividiŕıamos la las matrices y las repar-
tiŕıamos por partes a cada proceso. Los resulta-
dos se retornaŕıan después al proceso principal.
De lograr un código escalable obtendŕıamos un
ahorro en tiempo muy significativo.

Una implementación para futuros trabajos es
comprobar el comportamiento de la red para
condiciones de borde diferentes a las estudiadas,
donde se generaŕıan otros estados de deforma-
ción que también debeŕıan ser estudiados para
validar el modelo de material con RNAs.

El algoritmo original de back-propagation puede
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ser muy lento. Se han propuesto variaciones en
este algoritmo para conseguir mayores velocida-
des de aprendizaje. Los investigadores de la Re-
ferencia [7] utilizaron el algoritmo RPROP [11]
para entrenar sus modelos debido a su confiabili-
dad mejorada y a la relativamente baja cantidad
de parámetros de control.
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