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PROBLEMA 1

El principio de las temperaturas virtuales corresponde a la condicién estacionaria del siguiente funcional,
propuesto por Bathe et al en la ecuacién 7.10 de la referencia [1]:

n—fl k (69)2+k (69)2+k (69) dv — fe By fes Sds 291' :
= 1,21 \ax) T \5y 9z a ! iQ

Naturalmente, nuestro problema es bidimensional, por lo cual asumimos que la dimensién en Z es unitaria.
Al mismo tiempo, asumimos que la conductividad es igual tanto en X como en Y, y preparamos la ecuacién
para la introduccién de la variacién que nos permitird deducir las ecuaciones que gobiernan nuestro

problema:
—f 1[(k ae)(ag)+(k 69)(69)](1A fe BdA f 65¢5ds Zei i
)21\ ax/ \ax Y ay/) \oy Aq S a i ¢
Luego, invocando S11 = 0, se obtiene:
5n—f [(k 69) (569)+(k 69)(569 dA - fse B — f 565¢5ds 2591' i=0
)\ ax/ U ox Yoy ay 1 5 1 i o=

Ecuacion 1

Aplicando las reglas operativas de los operadores diferenciales para el operador variacional, obtenemos:

() - 202

Realizamos la transformacién anterior y reemplazamos en los dos términos de la primera integral en la
Ecuacién 1. Posteriormente, aplicamos la teoria contenida en el apéndice G de la referencia [2], donde
integramos por partes y aplicamos el teorema de Green para transformar una integral sobre un area en una
integral de linea sobre el contorno:

Primer término, en x:

f (kx%) <a(aéf))dA f(k n,, 86T — f f k — 69dA
A

Ecuacion 2

Segundo término, eny:

L(ky g) <%}?)> dA = f (ky gf}) n, 660dl’ — j .Laay (k %) 50dA

Ecuacion 3

Donde n, y n,, son las componentes del vector normal a la superficie o linea de contorno en el caso 2D.

La suma de la Ecuacion 2 y Ecuacién 3 resulta:
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J[(52) (552) (35 (575

—f(k % r, 2 )aedr f“a (k ae>+ g (k ag)]&@dA
e * G yayny Lox\"ox)  ay\'V oy

Reemplazamos la expresion anterior en la Ecuacion 1:

f[a k 08 + 0 k 09 ]69dA f@@ BdA+f[k 09 +k 06 ]5961['
Aax<"ax) By( yay) 4 a r *ox Ty 5y Ty

—f 59Fqur—z&9iQi —0
r -
L

Luego agrupamos los términos con factores y operadores comunes. En este paso también se asume que las
conductividades térmicas en x e y, k y ky, son constantes e iguales:

Ha( k aa)+ a( k 66) B]sedA+f(k 96 F)aedr Z(sei i=0
Lox\ ¥ox) ay\ Yoy 1 r\ ton 1 : Q=
1A

La variacion 66 puede ser arbitraria pero debe ser cero en el contorno esencial (en la superficie, o en este
caso, en los bordes). Para cumplir con la ecuacidn se requiere entonces, que:

Equilibrio de calor al interior del cuerpo:

6(k69)+6(k69> B_g
ox\ *oax) oay\ Yoy T =

Condicion de equilibrio en la superficie:

k 006 r_o
Siendo:
006 006
=k w="hy

La expresion siguiente resume la ecuacién que gobierna el equilibrio del flujo de calor en el drea de nuestro
problema. A esta ecuacion solo resta aplicarle la discretizaciéon para elementos finitos, transformandola a
matrices y vectores para ser utilizada en la resolucidon de nuestro problema isotrépo lineal de conducciéon
bidimensional.

kv26 = B
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PROBLEMA 2

En este problema se calculard la temperatura en los nodos 3 y 4 de la siguiente figura, integrando
numéricamente mediante el método de Gauss-Legendre utilizando 2 x 2 puntos de integracion.

| 1.0m | 1.5m |
| | |
q=0
' _
1 3 5
T = 273°K @ @ T =278°K | 1.0m
2 4 6
> 1
q=0
| | |
! 1.5m ! 1.0m !

Definimos primero las siguientes expresiones:

Kk = Zf B(m)Tk(m) B gy (m)
Vm
m

Para los calculos numéricos se utilizara la conductividad térmica indicada para el problema 3 (k=440 K.W/m).

oh, 0h, 0hs; dh,

= o o o k, 0
B=VH =] c’?}; aahrz aahrg aahi' k=4 ky], dv = det()) dr ds
ds ds s 0s.
oh, 0h, 0hy dhs] [%1
P r i i T
Oh, 0h, 0hs Ohy|'|%s ¥
9s 0ds ods o9sd & P

Dado que ambos elementos son cuadrilateros con 1 nodo en cada vértice, las funciones de forma para
ambos elementos son las mismas. La numeracién de los nodos se desarrollé en base a la llustracion 1:

°}  Node1

Y. V.IL

ya
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llustracidn 1. Convencidn para numeracion de nodos locales.

Para h, Para h,

1 1
h1=Z(1+r)(1+s) h, =Z(1—r)(1+s)
6h1_1(1+ ) Oh, 1(1+ )
or 4 s ar 4 s
6h1_1(1+ ) th_l(l )
s 4 r ds 4 r
Para h; Para h,

1
hs =71 -r)1-5)

ohs _ 1.
o~ 37
ohs 1(1 )
ds 4 r

hy =%(1+r)(1—s)

oh, 1
or a7
Ohy 1(1+)
os & T

A continuacion se desarrolla la ilustracion del programa desarrollado para el calculo numérico de las

temperaturas. El programa utilizado para los calculos es el Matlab ©.

Cédigo Desarrollado

Se ilustrara directamente con el cédigo el algoritmo desarrollado para los calculos:

$PARA TODOS LOS ELEMENTOS

1. Definimos una matriz con las conductividades en las direcciones x e y.

kx=440;
ky=440;
k=[kx 0;0 kyl:

2. Definimos un vector con los puntos de Gauss a ser evaluados mas adelante.

puntogauss=[-1/sqrt(3), 1/sqrt(3)];

$PARA ELEMENTOS 1 Y 2

3. Definimos las coordenadas de los nodos de cada elemento.

]

coordl=[1 1;0
1 .5

;0 071
coord2=[2.5 1;1

1 .5 0
;1 1;1.5 0;2

0]

4. Se define el tamafio de las matrices elementales. Inicialmente, llenas con valores de cero.

Kl=zeros (4,4);
K2=zeros (4,4);

Fredy Mercado
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$CALCULO DE MATRICES DE RIGIDEZ ELEMENTALES
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5. Enlos dos ciclos siguientes se llenan las matrices de rigidez elementales, calculando el aporte a la
matriz de rigidez elemental a partir de la aplicacidn de la siguiente ecuacion en las coordenadas de

cada punto de Gauss:

Kk = Zf BT, (m) gm) gy (m)
Vm
m

for j=1:2
for i=1:2
r=puntogauss (i) ;
s=puntogauss (J) ;

dhldr=(1/4)* (1+s);
dhlds=(1/4)* (1+r);

dh2dr=-(1/4)* (1+s);
dh2ds=(1/4)* (1-r);

dh3dr=-(1/4)* (1-s);
dh3ds=-(1/4)*(1-r);

dhddr=(1/4)* (1-s);
dhdds=-(1/4) * (1+r);

matrizdhdr=[dhldr dh2dr dh3dr dhé4dr;...

dhlds dh2ds dh3ds dh4ds];

Jl=matrizdhdr*coordl; %Op. Jacobiano
J2=matrizdhdr*coord2; %Op. Jacobiano

Bl=inv (J1l) *matrizdhdr; %Gradiente de
B2=inv (J2) *matrizdhdr; %Gradiente de

Elemento 1
Elemento 2

H Elemento 1
H Elemento 2

F1=Bl1'*k*Bl*det (J1); S%$Aporte por cada evaluacidén de ri,si a Elem. 1
F2=B2'*k*B2*det (J2); S%$Aporte por cada evaluacidén de ri,si a Elem. 2

K1=F14K1l; $%Llenado de matriz elemental Elemento 1
K2=F2+4K2; %Llenado de matriz elemental Elemento 2

end
end

K1l
K2

SENSAMBLE DE MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

6. Se define el tamafo de la matriz de rigidez global y se llena de ceros. También se define la matriz de

conectividad de acuerdo a la siguiente tabla:

Numeracion Global
Elemento
Nodo local
1 2
1 3 5
2 1 3

Fredy Mercado
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w
N
N

K=zeros (6, 6) ;
cgl=[3 5;1 3;2 4;4 6] %Matriz de conectividad Nodo # Local <-> # Global

7. Con los siguientes ciclos se recorren las matrices de rigidez elementales y sus valores se suman a la
matriz de rigidez global.

for j=1:4
e=1;
for i=1:4
K(cgl(i,e),cgl(j,e))=K(cgl(i,e),cgl(j,e))+K1(i,]);
end
e=2;
for i=1:4
K(cgl(i,e),cgl(j,e))=K(cgl(i,e),cgl(j,e))+K2(i,]);
end
end

K
SCONDICIONES DE BORDE

8. Se definen las temperturas a izquierda y derecha del objeto discretizado. Se crea el vector b en el
cual se sumaran las evaluaciones de las temperturas conocidas para la ecuacion de cada nodo. El
vector b1 posee los valores nodales de temperatura conocidos.

Tizqg=273;
Tder=278;
b=zeros (6,1);
bl=zeros(6,1);

%Temperaturas Conocidas en los bordes del objeto

b1l(1)=273;
b1(2)=273;
b1(5)=278;
bl(6)=278;

$Vector Auxiliar para la programacidén de las CB

9. Se define un vector auxiliar para facilitar la identificacidon de aquellas filas que pertenecen a valores
nodales conocidos.

aux=zeros (6,1);
aux (1)=1;

aux (2)=1;
aux (5)=1;
aux (6)=1;

%Preparacién de matriz K y vector b

oo

#1
Se iguala a 1 el coeficiente de las T conocidas.
Se calculan los K*T conocidos y se pasan al vector b.

oo

oo
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o

% Se iguala a cero el coeficiente (i,7J) tras el céalculo.

for j=1:6
if aux(j,1)==1
for i=1:6
if i==j
K(irj):lr
else
b(i,1)=-K(i,j)*bl(3,1)+b(i,1);
K(i,3)=0;
end
end
end
end
% #2

oo

Se le imponen las temperturas conocidas al vector b.

for i=1:6
if aux (i) ==
b(i)=bl(i);
end
end

o0

#3
Se igualan a cero las filas de temperturas conocidas
a excepcién de la diagonal.

o0

o0

for i=1:6
1if aux(i)==1
for j=1:6
if i~=j
K(i,3)=0;
end
end
end
end

aux
b
K

$Calculo de incdégnitas T3 y T4

T=K\b

Resultados

Los valores de temperatura, en Kelvin, de los nodos globales 3 y 4 corresponden a las filas 3 y 4 del vector T.

T=
273.0000
273.0000
275.0000
276.0000
278.0000
278.0000
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PROBLEMA 3
En este problema se calcularan los flujos de calor g de los cuatro puntos de Gauss.

El flujo de calor es un vector y se transforma de la misma forma que un desplazamiento. A continuacién se
desarrolla la formulacién matricial para el calculo de los flujos de calor en cada punto de Gauss. Tenemos
que el flujo de calor obedece la ley de Fourier, donde el flujo se produce en la direccién en la cual existe un
gradiente de temperaturas:

q=—kVT
oT
qx] _ ax
qyl — 0 k ‘10T
dy.

El gradiente se puede expresar en términos de coordenadas naturales para cada elemento. Asi:

ds1 10T
ox| |or
ds | |oT
ayJ ds.

Reemplazando en la ecuacidn para el flujo de calor tenemos:

dr 0s7 10T
CIx] _ _kx O [ax axl or
qyl — 0 kyf|or Os||oT
lay ayJ s

La temperatura en cualquier punto dentro del elemento se puede expresar en términos de las funciones de
formay las temperaturas nodales:

T(T, S) = h1T1 + hsz + h3T3 + h4_T4_

A continuacion observamos que podemos calcular una de las matrices como el operador jacobiano inverso.
Esto se desarrollard en forma numérica. Haciendo uso de la expresién anterior, también expresamos las
derivadas respecto a las coordenadas naturales en términos de las derivadas de las funciones de forma y los
valores nodales de temperatura.

[or 0s) aT1 [0hy 0hy 0hy 9h,] [Th
_1_|ox ox ar‘ lar or or or| |2
or ds| aT| ~ |0hy Ohy Ohy Ohy|'|T,
dy dy Js ds 0ds 0s 0s. []J

Reemplazamos en la ecuacion para los flujos de calor:
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or 9s)1dh, Oh, 0hy Oh [Ta
Qx]_ [kx 0] ox ox||ar ar ar or||T:
ayl — 0 kyl ﬁ ﬁ dhy 0dhy 0Jhy Ohy '|T"3|
dy odyllgs 0ds 0ds Os [A‘}J
A continuacién definimos la matriz B:
dhy 0h, O0hs; Oh,
B=VH=J1 dr odr Or Or

dhy 0hy 0hy Oh,
Jds ds ds ds

Finalmente, derivamos una expresion matricial para el cdlculo de los flujos de calor en los puntos de Gauss,
la cual se implementa directamente en el cédigo computacional.

q=-kBT=-kVHT
Caodigo Desarrollado

Las lineas de cddigo siguientes son consecutivas con las lineas de cédigo suministradas en el desarrollo del
Problema 2.

1. Se definen dos vectores de temperatura local.
$CALCULO DE FLUJOS DE CALOR EN PUNTOS DE GAUSS

Tl=zeros (4,1);
T2=zeros (4,1);

%Asignacién de temperaturas correspondientes a Elementos 1 y 2
2. Sellenan los dos vectores de acuerdo a la numeracidn otorgada por la matriz de conectividad.
for i=1:4
T1(i,1)=T(cgl(i,1));
)

T2(i,1)=T(cgl(i,2)
end

’

T1
T2

oe

Célculo de vectores de flujo de calor en X e Y
Se requieren los vectores Tl Y T2.

oe

'FLUJO EN LOS PUNTOS DE GAUSS'

3. Enlos siguientes ciclos se evaltan las expresiones en los puntos de Gauss. En cada ciclo se calcula el
flujo de calor para uno de los puntos. Se utilizan los vectores de temperatura T1 y T2 hallados en el
problema 2.

for j=1:2
for i=1:2
r=puntogauss (i) ;
s=puntogauss (J) ;
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dhldr=(1/4)* (1+s);
dhlds=(1/4)* (1+x);

dh2dr=-(1/4) * (1+s) ;
dh2ds=(1/4)* (1-r);

dh3dr=-(1/4) *(1-s);
dh3ds=-(1/4)*(1-r);

dhddr=(1/4)* (1-s);
dhdds=-(1/4)* (1+r);

matrizdhdr=[dhldr dh2dr dh3dr dhé4dr;...
dhlds dh2ds dh3ds dh4ds];

Jl=matrizdhdr*coordl;
J2=matrizdhdr*coord2;

Bl=inv (J1) *matrizdhdr;
B2=inv (J2) *matrizdhdr;

v v

r
s
ql=-k*B1*T1
gq2=-k*B2*T2

end

end

Resultados

Los valores del flujo de calor, en Watts, a través de cada nodo es igual para todos los puntos y solo posee
componente en la direccién X. Asi:

ol =[]
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ANEXO

CODIGO COMPLETO PERTENECIENTE A PROBLEMAS 2 Y 3

$TRABAJO PRACTICO 3 - IMEF

format compact
clear all
clc

$PARA TODOS LOS ELEMENTOS

kx=440;
ky=440;
k=[kx 0;0 ky]l;

puntogauss=[-1/sqrt(3), 1/sqrt(3)1];

$PARA ELEMENTOS 1 Y 2

;0 1;0 ]
1 1

.5 0]

coordl=]|

11 ;1.5
coord2=[2.5 0;

1 0 0
;1 1;1.5 0;2

Kl=zeros (4,4);
K2=zeros (4,4);

$CALCULO DE MATRICES DE RIGIDEZ ELEMENTALES

for j=1:2
for i=1:2
r=puntogauss (i) ;
s=puntogauss (J) ;

dhldr=(1/4)* (1+s);
dhlds=(1/4)* (1+r);

dh2dr=-(1/4)* (1+s);
dh2ds=(1/4)* (1-r);

dh3dr=-(1/4)* (1-s);
dh3ds=-(1/4)*(1-r);

dhddr=(1/4)* (1-s);
dhdds=-(1/4) * (1+r);

matrizdhdr=[dhldr dh2dr dh3dr dhé4dr;...

dhlds dh2ds dh3ds dh4ds];

Jl=matrizdhdr*coordl; %Op. Jacobiano
J2=matrizdhdr*coord2; %Op. Jacobiano

Bl=inv (J1l) *matrizdhdr; %Gradiente de

Elemento 1
Elemento 2

H Elemento 1
B2=1inv (J2) *matrizdhdr; %Gradiente de H Elemento 2

Facultad de Ingenieria - UBA

F1=Bl'*k*Bl*det (J1l); %Aporte por cada evaluacién de ri,si a Elem. 1
F2=B2'*k*B2*det (J2); %Aporte por cada evaluacidén de ri,si a Elem. 2

Fredy Mercado
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K1=F1+4+K1l; %Llenado de matriz elemental Elemento 1
K2=F2+4K2; %Llenado de matriz elemental Elemento 2
end
end

K1l
K2

SENSAMBLE DE MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

K=zeros (6,6) ;
cgl=[3 5;1 3;2 4;4 6] %Matriz de conectividad Nodo # Local <-> # Global

for j=1:4
e=1;
for i=1:4
K(cgl(i,e),cgl(j,e))=K(cgl(i,e),cgl(j,e))+K1(i,3]);
end
e=2;
for i=1:4
K(cgl(i,e),cgl(j,e))=K(cgl(i,e),cgl(j,e))+K2(i,]);
end
end

K
SCONDICIONES DE BORDE

Tizg=273;
Tder=278;
b=zeros(6,1);
bl=zeros (6,1);

$Temperaturas Conocidas en los bordes del objeto

b1l(1)=273;
b1(2)=273;
b1(5)=278;
bl(6)=278;

$Vector Auxiliar para la programacién de las CB

aux=zeros (6,1);
aux (1)=1;

aux (2)=
aux (5)
aux (6)

1;
1;
1

’

%$Preparacidén de matriz K y vector b

o

#1
Se iguala a 1 el coeficiente de las T conocidas.
Se calculan los K*T conocidos y se pasan al vector b.
Se iguala a cero el coeficiente (i,7J) tras el céalculo.

o° oP

oe

for j=1:6
if aux(j,1)==1
for i=1:6
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if i==j
K(i,3J)=1;
else
b(i,1)=-K(i,]j)*bl(j,1)+b(i,1);
K(i,j)=0,‘
end
end
end
end
% #2

oe

Se le imponen las temperturas conocidas al vector b.

for i=1:6
if aux(i)==
b(i)=bl(i);
end
end

o

#3
Se igualan a cero las filas de temperturas conocidas
a excepcidén de la diagonal.

oe

oe

for i=1:6
1if aux(i)==
for j=1:6
if i~=j
K(i,j)=0;
end
end
end
end

aux

b
K

$Calculo de incoégnitas T3 y T4
T=K\b
$CALCULO DE FLUJOS DE CALOR EN PUNTOS DE GAUSS

Tl=zeros (4,1);
T2=zeros (4,1);

$Asignacién de temperaturas correspondientes a Elementos 1 y 2

for i=1:4
T1(i,1)=T(cgl(i,1));
T2 (i,1)=T(cgl(i,2));
end

T1
T2

oe

Célculo de vectores de flujo de calor en X e Y
Se requieren los vectores Tl Y T2.

o
°
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'FLUJO EN LOS PUNTOS DE GAUSS'

for j=1:

for

end
end

coordl =
1.0000

0

0
1.5000

coord2 =
2.5000
1.0000
1.5000
2.5000

Kl=

2
i=1:2

r=puntogauss (i) ;
s=puntogauss (Jj) ;

dhldr=(1/4)* (1+s);
dhlds=(1/4)* (1+r);

dh2dr=-(1/4)* (1+s);
dh2ds=(1/4)* (1-r);

dh3dr=-(1/4)*(1-s);
dh3ds=-(1/4)*(1-r);

dhddr=(1/4)* (1-s);
dhdds=-(1/4) * (1+r);

matrizdhdr=[dhldr dh2dr dh3dr dhé4dr;...
dhlds dh2ds dh3ds dh4ds];

Jl=matrizdhdr*coordl;
J2=matrizdhdr*coord2;

Bl=inv (J1) *matrizdhdr;
B2=inv (J2) *matrizdhdr;

r
S
gql=-—k*B1*T1
q2=-k*B2*T2

1.0000
1.0000

1.0000
1.0000

SALIDA DEL CODIGO PARA PROBLEMAS 2 Y 3

398.3784 -68.3784-211.0811 -118.9189
-68.3784 288.3784 -118.9189 -101.0811
-211.0811 -118.9189 335.9459 -5.9459

Fredy Mercado
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-118.9189 -101.0811 -5.9459 225.9459

K2 =
335.9459 -5.9459-211.0811-118.9189
-5.9459 225.9459-118.9189 -101.0811
-211.0811-118.9189 398.3784 -68.3784
-118.9189-101.0811 -68.3784 288.3784

cgl=
3

AN
> WL

K=
288.3784 -118.9189 -68.3784 -101.0811 0 0
-118.9189 335.9459-211.0811 -5.9459 0 0
-68.3784 -211.0811 624.3243 -237.8378 -5.9459 -101.0811
-101.0811 -5.9459-237.8378 624.3243 -211.0811 -68.3784
0 0 -5.9459-211.0811 335.9459-118.9189
0 0-101.0811 -68.3784 -118.9189 288.3784

PP OOR R X

b =
1.0e+005 *
0.0027
0.0027
1.0605
1.0691
0.0028
0.0028

K=
1.0000 0 0 0 0 0
0 1.0000 0 0 0 0
0 0 624.3243 -237.8378 0 0
0 0-237.8378 624.3243 0
0 0 0 0 1.0000 0
0 0 0 0 0 1.0000

T=
273.0000
273.0000
275.0000

Fredy Mercado
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276.0000
278.0000
278.0000

T1=
275.0000
273.0000
273.0000
276.0000

T2 =
278.0000
275.0000
276.0000
278.0000

ans =

FLUJO EN LOS PUNTOS DE GAUSS

ans =

r=
-0.5774
S=
-0.5774
ql=
-880.0000
0.0000
a2=
-880.0000
0.0000
ans =

r=
0.5774
S=
-0.5774
ql=
-880.0000
0.0000
a2=
-880.0000
0.0000
ans =

r=
-0.5774
S=
0.5774
ql=
-880.0000

Fredy Mercado
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0.0000
q2 =
-880.0000

0.0000
ans =

r=
0.5774
S=
0.5774
ql=
-880.0000
0.0000
q2=
-880.0000
0.0000
>>
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