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PROBLEMA 1

Se evaluard la matriz de rigidez y el vector de fuerza para el siguiente problema de conveccion-difusiéon
transitorio en 1D. Se utilizard el método de Galerkin sobre tres elementos isoparamétricos lineales iguales.
Se llegard hasta el planteo del ensamble de matrices.

La ecuacidn diferencial que gobierna nuestro problema es:

Oc+ dc 6( Oc)
ot " Vox  ox\ ox

=f

El término v es el coeficiente convectivo, mientras que k es el coeficiente difusivo. Dado que ambos
términos seran asumidos como constantes, nuestro problema permanece lineal. De lo contrario, éste se
convertiria en un problema no lineal. La ecuacién resulta:

ac+ dc Ozc_
ot " Vax kgt

Si tenemos en cuenta que el término fuente f = 0 obtenemos:

dc dc d%c

S tv—=
ot 0x 0x2
Ecuacién 1

Condiciones de contorno:

dc
Cot = C1» F 0, para t>0
Lt

Condicion inicial:

Cx0 =0, para 0<x<L

DESARROLLO
Ecuacién de Equilibrio

La formulacion del método de Galerkin corresponde con la formulacidn utilizada habitualmente para los
trabajos practicos. La siguiente es la ecuacidén de equilibrio de elementos finitos en estado transitorio para
analisis lineales.

Mt+AtC + (Kk +KC)t+AtC — F

Si tenemos en cuenta que el término fuente f en la Ecuacién 1 es igual a cero, concluimos que no existen
aportes exteriores en la ecuacidon de equilibrio de nuestro problema. Por ello, nuestra ecuacion de
elementos finitos se reduce a:
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Mt+AtC" + (Kk + KC)t'l'AtC — O

Problema Transitorio - Aplicacion del Método a

Debido a que el problema involucra el cambio de la variable C con respecto al tiempo, es necesario
considerar un andlisis transitorio para nuestro problema. Emplearemos para ello el Método Alpha (a) de
integracién en el tiempo, mismo método empleado en el Trabajo Practico 5. Para su implementacion se
debe asumir lo siguiente:

(t+AtC _ tC')

t+alt
C =
At

t+aAtC — (1 _ a) tC + (Xt+AtC

Sabemos que a es una constante escogida para alcanzar estabilidad y precisién dptimas. A continuacién
aplicamos las ecuaciones anteriores para obtener una expresidn util para resolver el problema en t + At.
Reemplazando obtenemos:

t+At~  t
M <%> + (K* + K°) ((1 —a) C+ a““c) =0

t+AtC y

Ahora, expandiendo los productos y factorizando los términos comunes a tC se obtiene finalmente:

[M + adt(K* + K€)]™A5C = [M — At(1 — o) (K* + K€)] fC
Ecuacién 2

Donde:

M= 2[ HmT g gy am)
po ym)

Kk = Zf BT pm) gy m)
y(m)
m
Ke=y f HSmT Stm ggm)
poo Sc(m)

Ecuaciones 3,4y 5

F — t+AtF + t+AtFe
t+AtF — t+AtFB + t+AtFS + t+AtFC

0<ac<l1
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Luego, M corresponde a la matriz de masa, K* es la matriz difusiva, K€ es la matriz de conveccién, LHALE o

t+Atpe o5 una contribucion similar a t¥AF debida a las condiciones de

el vector de ingreso del flujo nodal y
borde convectivas (el superindice e busca relacionar este simbolo con el flujo aportado por el medio en el
que se halla el dominio del problema). La cantidad HMFB, corresponde al aporte de flujo debido a
generacion interna del cuerpo y su valor depende de fB(m), t+AtFS corresponde al aporte superficial y su

valor depende de fs(m) y ”MFC es un vector que corresponde al aporte concentrado en los nodos.

Acerca del Método

Para 0 < a < 1/2, la formulacién es condicionalmente estable, mientras que para 1/2 < a < 1, el método
es incondicionalmente estable. Para a = 0, la formulacidon corresponde al método explicito de Euler en
adelanto (Euler Forward), el cual es de primer orden de precisién en At, y @ = 1/2, corresponde al método
implicito de Crank-Nicolson, el cual posee orden de precisidon 2 en At. Para @ = 1 corresponde el método de
Euler en atraso (Euler Backward), que al igual que Euler en Adelanto, posee precisién de primer orden.

Elementos Isoparamétricos lineales

Para resolver la ecuacidn utilizando 3 elementos isoparamétricos lineales debemos definir primero lo
siguiente:

e Matriz de funciones de forma

H=1[hy hy], HT = [Zl]
2

1 1
h1=§(1—7‘), h2=§(1+7‘)

(1-r7)

H—1 1 1 HT—1

e Matriz gradiente

dh,
B=VH:[% % BT=VHT=E
ax oxl’ ohy
Ox
Bhi_ahiar
9x  Or ox

oh, 1  dh,
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X = h1x1 + thz

0x _ dh, N dh,
or  or X1 or X2
ox 1 1 1 Ax Or 2

T AR A L A M P v:

De la expresién anterior notamos que Ax es la longitud del elemento.

ahl_ahlar_ 1
dx  dr ax  Ax

oh, Ohyor 1

9x  9r ax Ax

Finalmente,

De la definicion de operador Jacobiano obtengo la siguiente expresion:

6c_6xac_ dc
or  ordx ’ox

dV =dS =dx
dx
— =] >dx=]dr
dr

Cdlculo de Matrices Elementales
A partir de este punto podemos calcular las matrices elementales de masa, conveccién y difusidn

1
f [1_r][1—r 1+ rldr
-1

1
M—f [hl][h h]]dr—lA
- -1 hz 1 2 _8 X 1+T'

m=ox[)g 1)

oh,
1| 1
k _ ax |, [0 ahz] _lif -1
K _Laﬁk[ﬁ —2|Jdr =54 _1[1][ 1 1)dr
0x
kri1 -1
k—
K _Ax[—l 1]
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1 1
h dh, O0Oh 1 1—r
c_ 1 1 2 _1 _
K —f_l[hz]v[—ax —ax]]dr—4vf_1[1+r][ 1 1ldr

Ensamble de matrices elementales

A continuacidn se tomaran las matrices elementales y se conformardan las matrices globales. Para esto, se
definira la matriz de conectividad como:

Tabla 1. Matriz de Conectividad

Nodo Global
Elemento | Nodo local 1 | Nodo local 2
1 1 2
2 2 3
3 3 4

Teniendo en cuenta la matriz de conectividad, el ensamble de matrices elementales resultante es:

1/3 1/6 0 0
1/6 2/3 1/6 0
0 1/6 2/3 1/6
0 0 1/6 1/3

M = Ax

~1/2 1/2 0 0
-1/2 0 1/2 0
0 -1/2 0 1,2
0 0 -1/2 1/2

K¢ =v

Solucién

El procedimiento para la solucion numérica es similar al desarrollado para el Trabajo Practico 5 para el
problema transitorio. Se debe tener en cuenta que el esquema con @ = 0 es condicionalmente estable, de
tal forma que el valor de At debe seleccionarse de modo que cumpla con el criterio de estabilidad.

Determinar una solucidén para un problema de Conveccién-Difusién implica tener en cuenta que ello
depende de los valores de los nimeros de Peclet y Courant, o de cudn difusivo o clian convectivo es un
problema. Algunas ideas a tener en cuenta son:
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Elementos finitos lineales en la formulacidén estandar de Galerkin no se combinan idealmente con la
metodologia de segundo orden de Crank-Nicolson en situaciones altamente convectivas. [2]

En la literatura se encuentran varios métodos que buscan estabilizar las soluciones, debido a
dificultades como la ilustrada en el numeral anterior.

Para el método de Galerkin, con |Pe| > 1 se producen soluciones oscilatorias.

Para la formulacidn de elementos finitos de Galerkin el nimero de Peclet es:

Pef =—, k = Ka (caso térmico)

PCy

Para valores altos de Pe® se obtienen resultados poco realistas con el método de Galerkin, es decir,
cuando la velocidad v = o y k — 0 (problema puramente convectivo). En la practica, se requiere
resolver flujos con nimeros de Peclet muy altos, asi que el esquema de discretizacion de elementos
finitos de Galerkin debe ser corregido para que sea aplicable a estos problemas. Es aqui donde se
introduce la formulacidn de Petrov-Galerkin, con miras a resolver este problema. [1]
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PROBLEMA 2

Se resolverd el mismo Problema 1 considerando la formulacién de elementos finitos de Petrov-Galerkin. La
formulacion de Galerkin emplea funciones de peso iguales a las funciones de forma, mientras que el método
de Petrov-Galerkin emplea funciones de peso diferentes a las funciones de forma.

Introduccion

Aplicando el método de diferencias finitas centradas al MEF para la discretizacién espacial, se obtuvieron
resultados similares a los otorgados por el método de Galerkin, sin embargo, las soluciones mejoraron
notablemente introduciendo el método de diferencias finitas “aguas arriba” (Upwinding), el cual sugiere que
los valores de u estaran mas influenciados por los valores de u;,, que por los valores de w4, Siempre que
el flujo convectivo se dé de izquierda a derecha. Corrigiendo con Upwinding se hallé que el comportamiento
oscilatorio de las soluciones de Galerkin habia sido solucionado. [1]

Formulacion de Petrov-Galerkin

Para la formulacion de Galerkin teniamos:

Donde h; son las funciones de peso que para la formulacién de Galerkin equivalen a las funciones de forma,
y ¢; son las incognitas nodales de cada elemento.

Ahora, para implementar la formulacién de Petrov-Galerkin se aproximara con:

n
Cc = Z Wiéi
i=1

w; = hi +av’\7i

Donde w; son las funciones de peso, a es una constante que define el grado en que la funcion w; se desviara
del método de Galerkin. Asi con @ = 0 se obtendra de nuevo la formulacién de Galerkin y con a =1 la
formulacion de diferencias finitas Upwind aplicada a la discretizacién espacial del FEM (Full Upwinding).

Para elementos unidimensionales (1D), la funcidn W; esta definida como:

_ Ok
©or

Wi

Luego:

W= %]
or Or
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%ﬂz
I

W=[-1/2 1/2],

N| —
N

Ecuacion de Equilibrio
Partimos de la misma ecuacion que en el Problema 1.
MEHAEE 4 (Kk +Kc)t+AtC —_F
La forma de introducir el método de Petrov-Galerkin depende de las siguientes definiciones:
M =M¢ + MP
Kk = KkG 4 gkP
K¢ =K +K°F
F=F¢+FF

MG : matriz de masa de Galerkin.
MP: matriz de masa de Petrov.

K*G: matriz de difusiva de Galerkin.
K*P: matriz de difusiva de Petrov.

K G matriz de convectiva de Galerkin.
K°P: matriz de convectiva de Petrov.

FC: vector de fuerzas de Galerkin.
FP: vectpr de fuerzas de Petrov.

Las matrices M%, K¥G, K¢ y el vector F¢ son las matrices de masa, difusiva y convectiva, y vector de fuerza
tratados en el Problema 1. Las matrices M, K*P, K°P y el vector F? seran definidos a continuacién:

MP :ZfaI/T/THdQ
2 Q

KkP = Z f aWTV(kVH)dQ
Q
e

KeP = Z f aWTvVHdQ
P Q

FP = Z f aWTQdo
P Q

Dado que nuestro problema es el mismo Problema 1, tenemos que F = 0.
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Calculo de matrices de Petrov

Las siguientes matrices serdn calculadas para un solo elemento.

1
_ ~7la - A
MP:faWTHdQ:fa 2 [(1 ) (1+r)]—xdr
Q o |1 2 2 2
2
p_9Ax-1 -1
M= [1 1]
1
— 2 1 174x
Kkp=faWTV(kVH)dn=f a| PlRv|-r |5 ar=0
Q O 1 Ax Ax
2

1
~ ) 1 11Ax
Kc¢P :faWTvVHdﬂzf av| .2 [—— —|—=dr
Q Q l Ax Ax
2

avy 1 —1]

1 a 1 «o
1/3 1/6] , abx—1 -1 3 4 6 4
— G P _ _
M=M"+M _Ax[1/6 13/t 2 11 L] =ax l,a 1 a
672 3712
kr1 -1 kr1 -1
k — kG o kP _ _r
Ko =K+ K _Ax[—l 1]+0 Ax[—l 1]

-1/2 1/2] ,evi1 —-1]_VY[-14a 1l-«a
—-1/2 1/2] 7[—1 1]_5[—1—a 1+a]

K¢=KC+K?F =v
Ensamble de matrices elementales

Utilizando la matriz de conectividad de la Tabla 1, desarrollamos el ensamble global de las matrices

elementales, asi:

1l a 1 « 0 0
3 4 6 4
1+a 2 1 « 0
M:Ax6 4 3 6 4

0 1+0( 2 1 «
6 4 3 6 4
0 0 1+0( 1+0(
6 4 3 4
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—1+a 1—a 0 0
KC_E—l—a 2a 1-a 0
2 0 —1—a 2a 1—a
0 0 —1—a 14+«

Problema Transitorio - Aplicacion del Método a

Tenemos la misma ecuacién de equilibrio que en el Problema 1:

Mt+AtC + (Kk +KC)t+AtC — F

Dado que F = 0 resulta:

Mt+AtC + (Kk + KC)t+AtC — 0

Aplicamos el Método @ como se observo en el Problema 1. Cambiamos la variable a por 8 debido a que ya

fue utilizada antes en la formulacidn de Petrov-Galerkin. Asi, obtenemos:

[M + 6At(K* + K€)|*+4C = [M — At(1 — 0)(K* + K°)] “C

Solucién

Se deben tener en cuenta las ideas del Problema 1 en cuanto a la solucién. Ademads, se expondrd lo

siguiente:

1.

Con a = 0 se recobra la aproximacion de Galerkin estandar, la cual solo resultara en soluciones
exactas en los nodos para problemas puramente difusivos, mientras que con @ = 1 se trabajara con
Full Upwinding, y resultara en valores exactos para problemas puramente convectivos.

2. La variable a puede ser evaluada de tal forma que los valores nodales exactos son obtenidos para
cualquier valor del numero de Peclet, de modo que para cada valor de Peclet se posee un valor de a
gue otorga soluciones exactas en los nodos. Esto solo aplica para problemas 1D. La formula es:

B Pe€ 2 0
a=coth|— | —— v>
2 Pee’
3. La siguiente condicidn garantiza la ausencia de oscilaciones en la solucidn, las cuales se presentan
con la formulacién de Galerkin. Se debe seleccionar: [3]
|ex] 1 .
al > agpir =1 ——
crit |Pe|
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