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1. SOLUCION DE LOS EJERCICIOS

Aguellos titulos que contienen la palabra (Matlab) corresponden a ejercicios que también
fueron desarrollados con la ayuda de este software.

1.1 EJERCICIO 1 (Matlab)
Se discretizaran los sistemas G, (s) y G,(s) y serdan comparados con los sistemas continuos.

- Ensayarlos para distintos periodos de muestreo.
- Verificar la ubicacidn de Polos en sy z.
- Implementar un control proporcional simple.

Ejercicio 1.a
e ParaGy(s):

Y(s) 1

Gl(s)=m—s+1

Tomamos la entrada del sistema como un escaldn unitario, luego:

1
X(S):E
Y(S)=s+1*_

Expandiendo en fracciones parciales obtengo:

Y(s) = 1 +1
)= s+1 s

Realizando la transformada inversa de Laplace obtengo la respuesta del sistema como una
funcién continua del tiempo:

yt)y=1-e"t
Ahora discretizo:
2]
(=)
H(z) = (1-z")Z[y®)]

Noétese que y(t) es la respuesta de la funcién de transferencia ante una entrada escaldn
unitario. Luego:

H(z) =

Hz)=1-z"YZ[1-e7]
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o (e
1) = -2 (o —eys;)

Comparando con las respuestas de Matlab, comprobamos paraT = 1:

(1-eMz'! (A-eT) (1-e') (1-03679)  0.6321
(1-eTz71) (z—eT) (z—e1) (z—0.3679) z—0.3679

H(z) =

La comparacion anterior resulta correcta. De este modo aseguramos el procedimiento para
discretizar la salida de una funcién G(s) en términos de z para una entrada escalén unitario y
un retenedor de orden cero.

e Para G,(s):

sy = Y(s) 1 B 1 B 1
2(5) = X(s) (s+05+)(s+05—j) (s+05)2—j2 (s+05)2+1
B 1
Gz(s) = s2+4+s+1.25

El resto del procedimiento es similar al expuesto en el ejercicio 1.1 y serd desarrollado
mediante Matlab.

Ejercicio 1.b
Fue desarrollado utilizando Matlab.
Ejercicio 1.c

Se implementard un control proporcional simple. Se realiza el calculo de la funcién de
transferencia total para el lazo de control cerrado con realimentacién unitaria H(s) = 1.
Definimos:

y = G(s)u: sefial de salida total o sefial controlada.

u = P(s)m: sefial de entrada para G(s).

m = r — b: sefial de entrada para P(s).

b = H(s)y = y: sefial de realimentacidn.

G (s): funcidn de transferencia del sistema.

P(s): funcidn de transferencia del control. Igual a la ganancia para control proporcional.
H(s): funcién de transferencia de la sefial de realimentacién.

Luego:
y = GPm = GP(r —b) = GP(r —y) = GPr — GPy
v+ GPy = GPr

y(1+4 GP) = GPr

H, =

y _GP  G(s)P(s)
r 14GP 1+ G(s)P(s)
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Ecuacion 1

Siendo H_ la funcidn de transferencia buscada.

Para control proporcional tenemos:

P(s) =K,
e ParaG,(s):
6, (5) = ——
s+1
Finalmente, luego de operar:
Kp

Ho=—"2
¢ s+1+4K,
e ParaG,(s):

1
s2+s+1.25
H, = o

¢ s24+5+125+k,

Gy(s) =

1.2 EJERCICIO 2 (Matlab)

Tomaremos el siguiente sistema de ecuaciones como modelo para el sistema, las cuales fueron
derivadas de ecuaciones donde se combina la segunda ley de Newton con las leyes de Kirchoff.
Aqui la transformada de Laplace ya ha sido implementada:

s(Js + b)8(s) = KI(s)
(Ls + R)I(s) =V — KsO(s)
Donde:

J = 0.01 kg.m?/s?: momento de inercia del eje.

b = 0.1 Nm.s: factor de amortiguamiento del sistema mecanico.
K = 0.01 Nm/Amp: FEM, constante.

R = 1 Ohm: resistencia eléctrica.

L = 0.5 H: inductancia eléctrica.

V: voltaje de la fuente (entrada).

6: velocidad rotacional del eje (rad/s).

Luego, eliminando I(s) obtenemos la siguiente funcion de transferencia en lazo abierto, donde
la velocidad rotacional del eje es la salida y el voltaje es la entrada:

K 0.01
(Js+b)(Ls+R) +K? (0.01s+ 0.1)(0.5s + 1) + 0.012

G(s) =

6
4

Implementaremos un control proporcional (lazo cerrado). El diagrama es el siguiente:
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&, — - Lonfrol | v 5 0
< |proporcional

La funcién de transferencia total para el lazo cerrado puede ser expresada como habiamos
visto en la Ecuacién 1, siendo P(s) la funcién de transferencia del control proporcional. Se
utilizara una funcién de transferencia para la sefial de realimentacién igual a 1:

_ G(s)P(s)
€14 G(s)P(s)

Sabemos que para control proporcional la funcién de transferencia es igual a la ganancia
proporcional:

P(s) =k,
Luego:
_ kyG(s) _ ky _ ky,
© 14k,G(s) 1 (s +10)(0.5s + 1) + 0.01 + k,,

m-i‘kp

Ahora obtenemos la respuesta, teniendo la funcidn de transferencia total y una entrada con
forma de escalén unitario, donde supondremos que la velocidad angular deseada es 1 rad/s.

Realizaremos este procedimiento utilizando Matlab. Utilizando la forma con polos, ceros y
ganancia tengo:

K K
(s +b)(Ls + R) + K2 (JL)s2 + (JR + bL)s + (bR + K?)

0
v
1.3 EJERCICIO 3 (Matlab)

Primero descomponemos la funcion de transferencia continua en fracciones parciales, asi:

1
G(s) = s2(s+2)(s+3)
1 A B C D

G(s) = =—+—=+——=+
() s2(s+2)(s+3) s s? s+2 s+3

1=As(s+2)(s+3) +B(s+2)(s +3) + Cs?(s + 3) + Ds?(s + 2)

Paras = 0:
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Paras = —2:
1=C(-2)?(-2+3)
1 =4cC, C = 1
4
Paras = —3:
1=Ds?(s+2)=D(-3)*(-3+2)
1=-9D D= —1
’ 9
Paras = 1:

1
1=12A+2+1—§

5

—— =4
36

La descomposiciéon en fracciones parciales finalmente concluye que:

e T TERRE

Si deseamos hallar la respuesta de G(s) ante un escaldn unitario tenemos:

Y(s) =G(s) *X(s)

Si el escaldn, habiendo aplicado la transformada de Laplace es:

1
X(S) :E

La respuesta es:

-5 406 06

Si desarrollamos el tercer y cuarto término por fracciones parciales obtenemos:

G) (sj—Z) _2(512)4—2_15

G) (sj—3> _3(sl+3)+%

Asi:
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Ahora utilizo la transformada de Laplace inversa para determinar la respuesta en funcién del
tiempo.

19 5 1 1 1
Y(t) = — ot + 12 ——e 2 7
O=276"36T12¢ ~8° 27°

Ahora discretizo:

H(z) = (1 - z7)Z[Y ()]
e = 1= () (=) - () (o) + () ()
@)= (%))
16 = (356) - (5 (7)) (M=)~ () (o)
1/ (1-2z"YH
27 <T>

Como necesitamos la discretizacidon para un periodo de muestro T = 1 segundo, entonces

reemplazo para obtener la discretizaciéon para la respuesta ante un escaldén unitario y un
retenedor de orden cero:

1 = () - (32) (5= * () (o) - ) (=)
)
27\1—e73z71

1.4 EJERCICIO 4

Determinar si los sistemas bajo estudio representan a la discretizacion de un sistema continuo
con bloqueador de orden cero.

Para ello debemos tener en cuenta la teoria, donde sabemos de antemano que existe una
relacion entre los polos de un sistema continuo y los polos de su contraparte discreta. Esta
relacion esta dada por:

Polos discretos z; = eSiT
. Ln z;
Polos continuos s; = T

De este modo, si dado un polo discreto z; su valor es negativo obtenemos que no existe un
polo s; que satisfaga la ecuacidn, por lo tanto no existe representacidon continua para el
sistema discreto. Trabajaremos los ejercicios teniendo esto en cuenta.

Ejercicio 4.a

Vi — 0.5y = 6u_q
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y(z) — 0.5z71y(2) = 627 u(z)
(1-0.5z"Yy(z) = 627 u(z)

y(z)  6z' 6
u(z) 1-05z"1 z-05

Dado que el polo de H(z) es z = 0.5 podemos decir que el sistema discreto posee

representacién continua.
Ejercicio 4.b

Tenemos el siguiente sistema:

_[-0.5 1 0.5
Xk+1 = [ 0

—0.3] e [0.7] b
ye =1 1]xg

Podemos verificarlo hallando los valores caracteristicos de la matriz:

Z= [_8'5 —(1).3]

Para hallarlos operamos:

det(A,] —z) =0

Luego:
A, +0.5 -1 ~0
0 A, +0.3
(A1, +05)(1,+03)=0
De aqui obtenemos que A,; = —0.5y 4,, = —0.3. Dado que ambos valores caracteristicos son

negativos, se concluye que la representacidn continua del sistema no existe.

Ejercicio 4.c
Vi +0.5y,—1 = 6Uk_4
y(2) + 0.5z71y(2) = 627 u(2)
(1 +0.5z7Y)y(2) = 627 u(z)
yiz)  6z' 6
u(z) 1+4+05z71 2405
Dado que el polo de H(z) es z = —0.5 podemos decir que el sistema discreto no posee

representacién continua.

1.5 EJERCICIO 5

Fredy Mercado
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Probar que el siguiente sistema continuo con bloqueador de orden cero G(s) resulta en G(2):

1 T" B,(z2)
G(S)=S—n, G(Z)=Hm
Desarrollo:
Y(s) 1 1

La respuesta a una entrada escaldn unitario es, entonces:

Y(s) =

gn+l
Discretizamos mediante la siguiente expresion:

H(z) = (1 -z HZ{L Y (9]}

Ecuacion 2
(n+1)-1 tn
L7Y)] =y@®) = s D=1 n param+1=1,2,3..
Luego:
-1 tn (1 - Z_l) n
H(Z) =12z )2{5} = e

Por la definicidn de transformada Z tenemos que:

Z{t"} = Z(kT)nz"‘ =T" Z k"z7k =Tn(1"z71 4+ 2"2z72 437273 )
k=0 k=0

Luego, sustituyendo y reformulando la serie en términos de potencias obtengo:

"z~ B(2)

e

De la Ecuacién 2 tengo:

1-zY T'z7'B(z) T" z'8(z) T" =z '8z 2"

HO) = — a0y -z
TTL n—-1
H) = —» % donde 2" (z) = B, (z)
De este modo:
_ ™ Bn(z)
H@ = Tr - n

Siendo B, (z) de la forma que indica el enunciado del problema.
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1.6 EJERCICIO 6
Determinar la cantidad de polos y ceros del sistema:
Yie = 0.5Yk—1 + V-2 = 2Ug—10 + Ug-11
Vi = 0.5Yk-1 = V-2 + 2Ug—10 + Up-11
Z{yx} = Z{0.5¥k—1 — Yr—2 + 2Up—_10 + Ug-11}
Z{yr} = Z{0.5yk-1} = Z{yk-2} + Z{2up—10} + Z{ug-11}
y(z) = 0.5z7Yy(2) — z7%y(2) + 227 %u(2) + z 1 u(2)

(1-05z"1+z72)y(z) = 2z + z7Mu(z)

Luego:
27-10 4 ,—11
H(z) = y(2) _ 2z ! z _
u(z) 1-05z7142z772
2z+1 2(z+0.5)

H(z) =

711 — 05710 4 29 z%(z%2 - 0.5z+ 1)
Podemos concluir entonces que H(z) tiene un cero y once polos.
1.7 EJERCICIO 7
Se determinaran los polinomios A(q), B(q),A*(q™1),B*(¢™1).
Vi — 0.5Yk—1 = Ug—9 + 0.2ux_19
Realizamos la sustitucidon k = k + 10. Luego:
Yi+10 = 0.5k 49 = Up1 + 0.2uy
z1%(2) — 0.52%y(2) = zu(z) + 0.2u(z)

(z1° - 0.5z%)y(2) = (z + 0.2)u(z)

y(2) _z+02  q+02 B(q)
u(z) z1°9-0.5z° q9-0.5q9° A(q)
Ecuacion 3
Luego:
B(q)=q+0.2

A(q) = q*° - 0.5¢°

Dado que el orden de un sistema estad dado por la potencia mas alta de polinomio del
denominador, concluimos que el sistema es de orden 10.
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Ahora determinamos A*(q™1) y B*(g™1). Partimos de la ecuacién en diferencias original:
Vi = 0.5Yk—1 = Ug—g + 0.2ux_19
Transformamos a Z:
y(z) — 0.5z71y(2) = z7%u(z) + 0.2z271%(2)
(1-0.5z"Yy(z) =z7°(1 + 0.2z27 Hu(2)

y(z) (1+02z7Y , (1+02¢7") , B(@hH _,
Wz (1-05z107 TA-05¢07 Ta(gD

Ecuacion 4

De este modo tenemos que:
B*(g71)=1+0.2q71
A*(g1H)=1-05q71
d=9
Luego, de la Ecuacién 3 y Ecuacidon 4 tenemos:

B(a) _B(@) _,
O

1.8 EJERCICIO 8
Sea el sistema:
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(@) = Cx(¢)

Determinar su representacion discreta si:

u(t) = Z 5(t — kTYu(kT)

Para un periodo de muestreo T, tenemos que t = kT. Luego, el modelo para el sistema
invariante con el tiempo es:

x(kT +T) = &x(kT) + Tu(kT)
y(kT) = Cx(kT)
Donde:

® = AT

T
sz e4SdsB
0
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Luego, integrando la ecuacidn del sistema obtenemos la representacion discreta del sistema:

KT+T
x(kT +T) = eATx(kT) + f e4*B5(s — kT)u(kT)ds = e4Tx(kT) + Bu(kT)
KT

y(kT) = Cx(kT)
1.9 EJERCICIO 9

Sea el sistema de la figura:

Encontrar un modelo en variables de estado aproximado con dos estados x; y x,. Muestrearlo
y encontrar la relacidon entrada — salida en Z.

Para desarrollar el problema tenemos entonces que la sefial de entrada es el flujo de caudal al
primer tanque (u) y la sefal de salida es el nivel de fluido en el segundo tanque (x;). Si
usamos los niveles como variables de estado podemos emplear el siguiente modelo:

== Ax+Bu= [_()(.)(5()117%7 —0.8129] X+ [0'0363] u

dt
y=Cx=[0 1]x
Primero determinamos los valores caracteristicos de A, asi:

A+a)A+d)—bc=22+(a+d)A+ad —bc=0

De donde obtengo que:

1=

a+d+ (a —d)? + 4bc

2 4

Utilizando los conceptos del apéndice B del libro de Astrom [1] hallamos que:
edh = a,I + a; AT

Luego:

ellT = ao + (XlllT
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elzT = 0(0 + alﬂ.zT
Nuestro objetivo es hallar la matriz ®, luego:

AleAZT _ Aze/llT

Y= 4,
eMT _ g2
O =———"7
YT (- AT

O = [ao —aqaTl a,bT ]

a;cT ay —adT

T
1 A A
Bo = f ay(s)ds = pI— (/'l_i (e/lzT _ 1) _ A_j(ealr _ 1))

0

T
1 1 1
p1 = f sa,(s)ds = pa— </1_1 (e?T —1) — Z(ezzr _ 1))

0

E = ByB + [,AB
Realizando ahora los calculos obtengo:
A =-0.0197, A, = —0.0129
eMT =0.7895,  ehT = 0.8566

@, = 09839, o, =0.8223

Luego:
_ _10.790 0
= apl +1204 =120 o ge]
Bo = 11.9412
B = 63.3824

0.281 ]

['=(Bol +p1A)B = [0.0296

La funcion de transferencia en Z se halla entonces de la siguiente manera:

z—0.790 0 ]—1 0.281]

H(z) = C(z = ®)7'T = [0 1][—0176 z—0857] 10.0297

0.030z + 0.026
z2 —1.65z+ 0.68

H(z) =
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1.10 EJERCICIO 10

Determinar observabilidad y controlabilidad y simular el siguiente sistema:

v = [ sl et g ue
Ve =2 —4]x

La matriz de observabilidad es:

wo=[eol =7 T3l
De donde podemos concluir que el sistema no es observable dado que:
detWp) = (2)(=2) —(D)(—4)—=—-4+4=0
La matriz de controlabilidad es:

w=r or]=[% ]

4 1

det(W,) = (6)(1) — (1)(4) = 2, de modo que podemos decir que el sistema es alcanzable.
1.11 EJERCICIO 11

Determinar observabilidad y controlabilidad y simular el siguiente sistema:

e e
yie =11 1]x

¢Y si se utiliza una unica entrada u;, = [ 1] u’y con u’y, escalar?

I 1 _
q"[o 0.5]' F_[1 o]' =0 1
La matriz de observabilidad es:

Wo = [Cc(‘b] - B ﬂ

La matriz de observabilidad posee sus dos vectores columna linealmente independientes, por
lo tanto su rango es 2 y su determinante es igual a -2 (diferente de cero), por lo tanto el
sistema es observable.

La matriz de controlabilidad es:

1111]

We=1r ¢r]=[1 0 05 0

Las dos primeras columnas de la matriz W, son linealmente independientes, por lo tanto W,
tiene rango 2 y el sistema el alcanzable. Luego, de la entrada u’;, obtenemos lo siguiente:
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v =1 et [P YN[} et 9w

Dado que @ y C permanecen iguales, el sistema es observable. A continuacién calculamos la
matriz de controlabilidad:

w, = [0 0]

11 05

Luego el rango de W, = 1y el sistema no es alcanzable desde u’.
1.12 EJERCICIO 12

Determinar observabilidad y controlabilidad y simular el siguiente sistema:

0 1 2 0
Xk+1 = 0 0 3 Xk + 11 Uy
0 0 O 0

ye=1[1 0 0]xg

a) Encontrar una entrada para llevarlo desde xJ = [1 1 1] alorigeny,
b) desdeelorigenax? =[1 1 1].

La matriz de observabilidad es:

C 100
Wo=|col=lo 1 2
coz]l o o 3

La matriz de observabilidad posee sus tres vectores columna linealmente independientes,
por lo tanto su rango es 3 y su determinante es igual a 3 (diferente de cero), por lo tanto el
sistema es observable. A continuacién desarrollamos los puntos a y b. En el punto b se
determinara que el sistema no es controlable para las condiciones dadas.

a) Para hallar la entrada seguimos el siguiente procedimiento:

0 1 271 0 3
xlz[o 0 3||11]+|upgl =13+ u
0 0 oll1 0 0
0 1 2 3 0 3+ ug
x2=[0 0 3|I13+uy|+|w|=] wy
0 0 O 0 0 0

Luego, para hallar la entrada tenemos que:
34+uy=0 »uy=-3
u1 = 0

Lo anterior, de modo que se cumpla que x, =[0 0 0]7. Asi obtenemos la entrada para
llevar el sistema desde xJ = [1 1 1] al origen.
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b) Para conocer si podemos llevar el sistema desde el origen hasta xg =[1 1 1]
utilizamos la matriz de controlabilidad para conocer si el sistema es alcanzable o no,

luego:
01 O
W.=I[r &r &2rl=|1 0 0
0 0 O

De la matriz anterior podemos observar que no posee rango 3, por lo tanto no es alcanzable.
Es posible observar que x, = [1 1 1] no se encuentra en el espacio de columnas de W,.
También es posible observar en ® que x5 sera 0 para todo valor de k > 0.

1.13 EJERCICIO 13
Dado el siguiente sistema continuo:

0.3964(s)? — 1.139(s) + 1.12
s34+ 0.2107(s)% + 0.1174(s) + 0.0112

G(s) =

Transformarlo a discreto usando la aproximacién:

H@) = G()] 21

“Tz+1

Hallaremos H(z) evaluando la aproximacién otorgada para la variable compleja s en la
ecuacion G (s). Realizamos primero la siguiente sustitucién:

a=2z-1), b=(Tz+1)
Luego, desarrollando algebraicamente, obtenemos la siguiente expresion:

0.3964a%b — 1.139ab? + 1.12b3

y -
(@) = 2570210742 + 0.1174ab? + 0.01125°

Sacamos b como factor comun en el numerador:

b(0.3964a2 — 1.139ab + 1.12b%)

y -
(@) = o5 70210742 + 0.1174ab?  0.01125°

Reemplazando de vuelta los valores a y b, obtengo:

(Tz + 1)[0.3964(2z — 1)2 — 1.139(2z — 1)(Tz + 1) + 1.12(Tz + 1)?]

H(z,T) =
1) (2z — 1)3 4+ 0.2107(2z — 1)2(Tz + 1) + 0.1174(2z — 1)(Tz + 1) + 0.0112(Tz + 1)3

Formulacién alternativa
También podemos expresar la misma expresion asi:
H(z,T)

(26554 + (—3.8636 + 6.0344T)z + (1.5856 — 6.1417T + 4.499T2)z% + T(1.5856 — 2.2878T + 1.12T2)z%)
~ 20.8955 + (5.392 + 0.0095T)z + (—11.1572 — 0.3732T — 0.0838T2)z% + (8 + 0.8428T + 0.2348T2 + 0.01127T3)z3
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